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Die Relation zwischen den Distanzen von vier Punkten 
derselben Ebene. 


Die sechs Abstände zwischen vier Punkten derselben 
Ebene sind bekanntlich nicht von einander unabhängig wie 
die Seiten eines Dreiecks, sondern es existiert eine Gleichung, 
mit deren Hilfe man den sechsten aus den fünf. anderen be- 
rechnen kann, und in welcher alle sechs in gleicher Weise 
vorkommen. Diese Gleichung wird gewöhnlich mit Hilfe von 
Koordinaten entwickelt. Als Relation zwischen den Koordinaten 
von vier Punkten eines Kreises findet man (Salmon-Fiedler, 
Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 3. Auflage, Leipzig 
[Teubner] 1873, ein Werk, das künftig einfach als „Salmon- 
Fiedler“ zitiert werden soll, — Artikel 126): 
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Bildet man hiernach nun die beiden Systeme (Salmon- 
Fiedler, Artikel 152): 
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und hieraus das komponierte System (Baltzer, Theorie und 2. 
Anwendung der Determinanten, 4. Aufl., Leipzig [Hirzel] 1875, 


— künftig kurz als „Baltzer“ zitiert — S 6): 
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wo z.B. 23 die Distanz des zweiten und dritten Punktes 
bezeichnen soll, so ist die Determinante dieses Systemes —=0, 


weil die Systeme, aus denen es komponiert worden, mehr 


Zeilen als Kolonnen enthalten (Baltzer $ 6), und diese 
Gleichung ist die gesuchte. Wir schreiben dieselbe in der 
Form (Fig. 1): 
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Diese Gleichung läßt sich jedoch auch ganz elementar, 
ohne Hilfe von Koordinaten und Determinanten finden. Vorher 
jedoch und als Hilfsmittel wollen wir die Relation zwischen 
den Winkeldistanzen dreier Strahlen derselben Ebene (a, ß, y 
in Fig. 1) aufstellen und zahlreiche andere ähnlich gebaute 
Ausdrücke ableiten. 


8 2. 


Die Relation zwischen den Winkeldistanzen von 
drei Strahlen derselben Ebene. 


Zwischen den drei Winkeln in Fig. 1 findet mindestens 
eine der Relationen: 
cos a — cos (+ y) 
cos B—=cos(y—+-a) | 
cosy—cos(a-tß) ‘statt. 


EN RENT. 


Es ist aber zweckmäßig, eine Relation zu haben, die alle 
_ drei Winkel in gleicher Weise enthält. Aus der ersten der 
obigen Gleichungen z.B. folgt: 


cosa — cos (h +y) = cosa — 608) cosy —- sin!f siny — 0 
wobei „=“ bedeutet: „identisch gleich“. 
Nach der goniometrischen Gleichung: 


1 1 
sin (X xy) N EOS C0RX 
entsteht: 


Deinz (a+f+y)sinz(-a+ß+7)= sin # siny— cos cosy-+ cosa—0. 
Hierin —/£ statt # und die ganze Identität mit —1 multipliziert: 

2 sin (aß +7) sinz (a + ß— n)=sinfsiny + e0sß cosy—cosa. 
Dies mit der vorigen Gleichung multipliziert: 

A sinn (a+f+y)sinz-a+ß-+7) sing (a A+9) sin lat 6) = 


—= sin?ß sin?y — cos? cos?y — cos?a+2cosa cos cosy—(. 


Ersetzt man schließlich noch sin? durch 1— cos” oder 
auch cos? durch 1—sin?, so findet man die beiden Formen: 


(I) 
a | 1 1 Rd 
4sinn(atf+ty)snz(-atfty)sinzla—-f+y)sin Jatfy)= 
=2cosa cos ß cosy-+ 1 — cos*a — cos” — cos”y 
—=2c0sacosßcosy—2-+sin’a+sin’#+sin’y=0. 
Die Produktform des links stehenden Ausdrucks läßt 
erkennen, daß derselbe null ist, sobald eins der zusammen- 


gesetzten Argumente null oder ein positives oder negatives 
Vielfaches von x ist, insbesondere, sobald 


atp+y=2n 
oder a—=ß-+y 
oder Pp=y-+a 
oder y=a-tpß. 


RATE Km . 
Ne RR, het 
a a a a a 
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Zugleich erkennt man, daß es für die Formel a 
eiltig ist, ob man als Winkel irgend zweier Strahlen. den 
hohlen Br den erhabenen betrachtet. 


8:8; 
Analogien aus der sphärischen Trigonometrie. 


In der sphärischen Trigonometrie werden bekanntlich 
aus den Gleichungen: 


2 COS a — cosbcosc 
BOSSE ee Re oe ee 
sinbsine 


1 
0085 Vs +- cos a) 
es 
sin = / zes 


die beiden Formeln entwickelt: or | a 


(III) a = sinbsine— cosb cosc—+cosa 


2sınb since 


sin ( a—b-e) sin, (—atb+e) | 
sinb sine EN 


ee sinb sine + cosb cose — c08& 
sin, — EN a 


2sinb sine 


„yo nstamge (a — b Si c) sin — =C a b—.c) | = 
sin b sine an in y Er 
Beide Gleichungen ua un das Produkt doppelt : 


genommen: 
(IV) 


sinb sinc- sina—y 3cosa cosbeose + 1— cos? a 00s?b—ooste 


= y 2eosa cosb cose— 2+sin? aFentb ren? © : 


[nn 


— 2 y/sink( (a+b+ c)sinz (—a+b+ 0) sin, (a-b+o)sing era. 


Der Grund dieser Ähnlichkeit soll sogleich gezeigt 
werden. — Übrigens ist, wie die Symmetrie der rechten 
Seite beweist, obiger Ausdruck auch 

= sincsina - sin# —sina sinb - siny 
und (Fig. 2, als sphärisches Dreieck betrachtet): 
— sinasinh, = sinb sinhy = sinc sinh, 

Er wird nach Staudt (Baltzer S 15) der „Sinus der 
Ecke“ genannt und mit sinABC bezeichnet. Er stellt das 
Volumen des Parallelepipeds dar, welches durch die vom 
Kugelzentrum nach den Dreiecksecken gezogenen Radien 
bestimmt wird, wenn diese die Länge 1 haben, — und zu- 
gleich das Sechsfache des durch diese Radien bestimmten 
Tetraeders. Nimmt man die Kanten nicht —1, sondern von 
den Längen A,B,0, so ist das Volumen des Parallelepipeds 


—=A.B-C-sinABC, das des Tetraeders —A-B-0:sinABC. 
(Übrigens ist der Radikand in Gleichung IV stets positiv.) 


Daß IV zugleich sina durch a, b, ce ausdrückt, ist von selbst 
klar. 


84. 
Ableitung des Sinus der Ecke aus der 
Dreistrahlen - Relation. 

In Fig. 2 (sphär. Dreieck) sind c, p, q die Winkel dreier 
Strahlen derselben Ebene und erfüllen also die Gleichung I: 
2cosp cosq cosc — 1 — cos?p — cos?q — cos?c—. 

Nun ist nach der sphärischen Trigonometrie: 


a c0oS& BEN cosb 
U cosh, yS cosh, 
Substituiert man dies und schafft die Nenner fort, so erhält man 


2 cosa cosb cost + 1— cos?a — cos?b — cos?ce — sin *c -sin”h.—= 


— sin?b sin?c - sin?a = sin?ABC 


(also die Gleichung IV). Liegen die drei Kanten in einer 
Ebene, so ist h., also auch sinABC —=0 (kleinster Wert des 


BERN 
Sinus der Ecke), und man hat die Dreistrahlen-Relation 
wieder; ist Bee, so ist inABC—=1 (größter Wert 
desselben). | 


85. 
Determinantenform des Sinus der Ecke und der 
Dreistrahlen-Relation. 


2 : Er cosa — cosb cosc 
In der sphärischen Trigonometrie ist cosa = — ——— —— 


sinb sinc 
Liegen nun die drei Kanten der Ecke in einer Ebene, so ist 
entweder cosa=1 oder cosa=—=—-1. Beides wird zusammen- 
gefaßt in der Formel 1—cos’a=0 oder 
(V) 112% ,cosa 
| —(. 
cosa : 1 


Dies ist die Relation für zwei Strahlen, die in derselben 
Geraden liegen. — Setzt man hierin den Wert für cosa ein, 
so erhält man: 


cCOSa — cosb cosc 
sinb sine 


\ 


cosa — cosb cosc ' 
sinb sine 


Erste Zeile (d.h. die ganze Gleichung, wie auch künftig bei 
ähnlichen Operationen) mit sin?bsinc, zweite mit sinbsin?e 
multipliziert: 


| sin?b sine sinb (cosa — cosb cosc) 


| sine (cosa — cosb cosc) sinb sin ?c 


Erste Kolonne durch sinc, zweite durch sinb dividiert: 


1 —cos?b C0OS& — cosb cosc 
c0osa — cosb cosc 1 22 gos2e1 
oder: 
1 — cos?b COSa — cosb Cosc (0) 
cosa — cosb cose 1 — cos °c 0 I—0. 
if cosb cosc f 


ER N ER 


Letzte Zeile, mit cosb multipliziert, zur ersten addiert, 
dagegen mit cosc multipliziert, zur zweiten: 


(VI) 1 cosa cos b 
cosa 1 COSC HH =E(. 
| c08 h COSG 1 


Dies ist die Dreistrahlen-Relation. 


Auch die Entwicklung des vorigen Paragraphen läßt sich 
in Determinantenform wiederholen. Sie ergibt: 


1 cosa cosb 
cosa 1 cosc |==sin?ABC. 
| 608 b COSG 1 


Durch Koordinaten läßt sich diese Form in folgender 
Weise finden: Bezeichnet man die Koordinaten von a in Fig. 1 
(unter Koordinaten einer Strecke verstehen wir die Differenzen 
aus den Koordinaten ihres End- und denen ihres Anfangs- 
punktes) mit x, und y,, die von b mit x, und y, u.s.w. und 
komponiert das System 


v1 
Aa )a 
X; Y3 
mit sich selbst, so entsteht: 
un yır ty) X,X ty 5 
ty) X ts" X tY2y; 
 ryı)3 N, Try; % ty 


Die Determinante dieses Systems ist bekanntlich = 0 
'(Baltzer 86). Man kann sie in der Form schreiben: 


(VII) SE ab cosy cacosh 
ab cosy b° bacpsa@ 0. 
ca cosß be cosa 8 


Dies ist nichts anderes als die mit a®b?c? multiplizierte 
Dreistrahlen-Relation. — (Baltzer $ 16.) 


8 6. | 
Andere der Gleichung II ähnliche Identitäten. 


Gleichung II war: 
sing (a+ß+y)sing(-a+ß+7y) sing (@—A+y)sing (at f—)) 


— 9080 cosß cosy +1 — cos’a — cos?ß — cos?y 
— 2c08a cosß cosy— 2+sin’a+sin?9+sin?y 


| 


Substituiert man hierin: 

(VI) | 

ar —d |also: 5 (a+b+y) =gr 5 @+R+Y) 
U.S.W. 

„a y|und: 3 ca+ß4y)—=In— (a +4 y) 


so ergibt sich, wenn man die Strichelung der Buchstaben 
nun wieder fortläßt und mit —1 multipliziert: 
RL 
4 c0s— S(atß-+p) COS > al a+ß-+Y) cos, (a —ß+-y) cos 5 a y) 
= 2cosa cosß cosy—1-+cos?a-+ cos?’ß + cos?y 
— 2 08a cosß cosy+2 — sin?a — sin?ß — sin ?y. 


Wann dieser Ausdruck null ist, zeigt wieder die Produkt- 
form links, — nämlich, wenn eins der zusammengesetzten 


3 ; en N 
Argumente ein ungerades Vielfaches von 57 Ist, insbesondere, 


wenn a+ß-+y=n. Diese Gleichung eibt also z. B. die 
Relation zwischen den drei Winkeln eines Dreiecks, wie denn 
obige Substitution in diesem Falle durch Fig. 3 veranschaulicht 
wird. — Durch Multiplikation von II und IX erhält man: 
(X) | n 
sin («++ y) sin (-a+ß +9) sin a —-ß+y) sn a + -y)= 
= 4 cos’a cos?’ cos?y— 2 (cos? cos?y—+cos?y cos’a+ cos?a 60os?ß) + 
— costa — cost — cos?y—+2 (cos?a + cos? + cos?y) — 1=; 


= — 4sin?a sin?ß sin?y + 2 (sin’#sin’®y+sin®ysin °a-+sin?asin’ß) + a 
— sinta — sin? $ — sin*y. HRS 


CR TE, 


‚Die Produktform gestattet leicht, abzulesen, wann dieser 
Ausdruck null ist. 


Substituiert man in dieser Gleichung: 


Fe r ’ 3 
LE a a rd ea de 
1 ’ 
Sa -a+ß+y=Sat(latf+ry) 
1 
Sr u.8. w. 


so ergibt sich, nachdem mit —1 multipliziert und die Striche- 

lung der Buchstaben wieder fortgelassen ist: 

(XD) 

cos (a+fß+y) cos -a+f+y)cos(a— P+y)cos(la + —y)= 

= — 4sin°a sin?$sin’y + 2 (sin’ß sin”y + sin?y sin’a« + sin°a sin?ß) + 
+sinta+sin?#—+sin!y— 2 (sin’a+ sin’? +siny)+1 = 

= 4cos°a cos? cos?y—2 (cos?ß cos?y + cos?y cos’a+ cos?a cos?’h) + 


+ cos!a + cos?ß + cos?y. 
Die Determinantenform von IX ist augenscheinlich: 
(XU) 
1 1 1 1.) 
4coss(a+f+y) cos5;(—a+f-+Y) cosz(a—f+-y) cosz(a+f—yY)= 
—]; cosa.cosp 
=/cosa —1 cosy |=2cosa cosß cosy— 1-+cos’a + cos?”ß + cos?’y 
cosß cosy —1 = 2cosa cospcosy +2 — sin?a — sin?h — sin?y 
Auch für X läßt sich eine Determinantenform finden. 


Durch Multiplikation der beiden Determinantenformen für II 
und IX entsteht: 


sin (a+ß-+y) sin (—a+ß-+y) sin (a— ß-+y) sin (a+ß—y) = 


1 cosa cosß —1 cosa cosß 
==.12C084 1 c98.yr] 1.6085 .—L. 7 C08Y 
cosß  cosy 1 cosh cosy —l 
— 1-+cos’a+cos”ß cos ß C08Y C0SY COSQa 
= cos cosy — 1+.c0s?y + cos?a cosa cos = 


c0oSyY COSa cosa cos — 1-+.cos?p+.cos?y 


a 


wenn man die Zeilen der Reihe nach mit cosy, cosß, cosa 
multipliziert, die Kolonnen durch cosy, cos/, cosa dividiert: 


— 1+.cos’a+cos”p cos”y | cos”y 
= cos’h — 1-+.c08°y-+cos?a cos”h 
cos?« cos?a — 1+.cos?ß + cos”y 


Eine andere Form erhält man noch, wenn man die cos 
durch sin ersetzt, nämlich: 


1 —sin’a — sin?p 1—sin’y 1— sin®y 0 
1—sin?ß 1 — sin?’y — sin?a 1—sin?ß 0 Er 
1—sin’a 1— sin°a 1—sin’#—sin’y 0 en 

—1 —1° —1 1 


wenn man die letzte Zeile zu den übrigen addiert: 


sin’a+ sin?ß sin?y sin?y 1 
3% sin?h sin?y + sin?a sin°6 1 
sin?’a sin°a sind +siny 1 
1 3. 1 1 
1 1 1 1 
EN 1 sin??-+-sin?y sin?°«a sin”a 
1 sin? sin?”y + sin?a sin?% 
. 04 . 2 . > . 224 
1 sin°y sin”y sin’a + sin?p 


Ähnlich die Determinantenform für XL 


Endlich erhält man durch ein ähnliches Verfahren wie 
in 82 die Identitäten: 


au S 
Asinz (a4 7)0083 (at D)00s (a Poor 


= sina (cosa+cosß cosy) + sin (cosß+cosy cosa) + 


+ siny (cosy+cosa cos} + sina sin siny 


und: 


2 


4eosz(a+ß+y)sinz (—a+ß-+y)sinz „(a — + y)sinz ( («+ —y)= 


— sina (cosa— cos ß cosy) + sin (cosß— cosy cosa) + 


+ siny (cosy — cosa cos ß) — sina sin 9 siny. 


Die letzte wird auch gefunden, indem man in XIII die 
Substitution VIII macht und mit —1 multipliziert. — XIII 
und XIV multipliziert ergeben wieder X. 


57. 


Weitere Analogien aus der sphärischen Trigonometrie. 


Weitere Analogien zeigt die Formel für die Fläche eines 
sphärischen Dreiecks, ausgedrückt durch die Seiten. Setzt 
man zur Abkürzung: 


(a+b+J=8 Seatb+)=A U. 8. W. 


so erscheinen die Formeln III in der Gestalt: 


a sinS sin A A sinBsinC 
STE anne an NR sın — — Di re 

2 sinb sine 2 sin b sine 

h sinSsinB ß sinC sinA 
a ; sin = — 

2 siınc siına Drake since sina 


sinS sinC FE sinA sinB 
cos rn, Sin — - 
sina sinb 2 sina sinb 


Dividiert man das Produkt zweier dieser Formeln durch 
eine dritte, so findet man: 


XV 
\ A & cos cos, sina & 005 005, sinb 23 0055 cos sin c 
sin sin? ekle 


2 2 2 


IROEBEIA A a 


sinh siny sina siny sina sinb sina sin sine 


4 sin, sin! sin 4sin ; sin : sin : 4 sin, sin! sin, er = 


By En 


sin—sin—sina 
2 2 


sin A = 2 
sur. 
; RES 
sin sin— sin b 
a 2 
sinB == 
sin— 


p 


N v 
sin sin sine 
2 2 


sinG == 


nt 
sın 5) 


Daß die hierbei vorkommende Quadratwurzel zeichen- 
richtig gezogen ist, zeigt sich, wenn man die Seiten des 
sphärischen Dreiecks sehr klein und die Winkel spitz nimmt. 
Dann sind nämlich alle vorkommenden sin und cos positiv. — 
Beiläufig ergibt sich noch, daß 

sin ö siny sina —= siny sina sinb = sina sin f sinc — sina sinh, — 

— sin ß sinhy = siny sinh. (Fig. 2, sphär. Dreieck). 
Dieser Ausdruck ist ein Analogon zum Sinus der Ecke 
und könnte mit sin A5I' bezeichnet werden, wie denn über- 


haupt in der sphärischen Trigonometrie ein vollkommenes 
duales Entsprechen zwischen Seiten und Winkeln stattfindet. 


Durch ae der Formeln XV ergibt sich: 
sinz S(atb+ c) sing, (—a+b+c e) sin, (a—b+e) sin 49 


—-sinfß siny sina- sina sinb since A Er #% 


RB 


— -— siny sina sinb -sina sinb sine 


— zsina sin since. sinasinb sinc, 


woraus leicht ein Ausdruck für sin ABI’ folgt. 


Ferner: 
sin, et) sin, (a —b-+ ec) sinz | a—+b—c)= 
Zn sin, sin. sin, -sina sinb since. 


Wenden wir nun schließlich diese Gleichungen auf das 
Polardreieck an, was durch die Substitution: 


| H 1 1 
a T — l ae, Eh an a r 
T—0a gt | 5a— zn se US. w. 
Benrur P=nr—b 1 T 
e=n—y' y—n— c' ga—=zn —5a u.8.Ww. 


@++9=,a-3@ ++) 
, —;n a U. Si ,Wi 


geschieht, so ergibt sich, wenn man die Strichelung der 
Buchstaben fortläßt, aus XV: 


y 
sinb sine sina sine sina sinh 
005 (a + +) — - 
46 a 25 r 460 A ı ) 2 
085 55.0085 350087 0055 


sina sinb siny 


8: %.'b 6 
4 608 C08— C08— 
re 


b De 
COS— COS— sin«a 


1 
COS— 2 en ed 


1% N 
c0S— C0S— sin ß 


0055 (a +) — 


a , 
008 0087 Siny 


025 a elle YA 


COS — 


Aare | 
und durch Multiplikation derselben: 
en 
— c0s1(a+ß-+y) cosg (-a+ +7) e0s2(a—ß-+y)eosz(a+ß—y)= 
sinb sine sina - sina sin ß siny 


se 
4 
1 
ER sine sina ne sina sin h siny 
u 
4 


sina sinb siny - sina sin ß siny. 
Ferner: 
(XVII) 


1 
cos | -a-+ß-+y) cos, | a av) cos ( ar 
ee 008, 0085 008, .sina sin p siny. 


Hier liefert uns nun zunächst XVII einen Ausdruck des 
Sinus der Ecke durch die Winkel, nämlich: | 


sin ABC = sinb sine sina = 


— 4.608> s(a+ß-+yJeos,(— —a-+p-Fy)eosz En PH ne0sg (@a-+ß—y) 


sina sin ö siny 


— 2 c0sa c08 cos 1 — cos’a — cos? — cos? 
Se ? ? 
sina sinp siny 


— 2 cosa cos cosy — 2 + sin’a + sin’ + sin®y 
sina sin ö sin y 


: 1 — c084a —cosh 


sina sin siny 


(mach IX 
und XL.) 


— 6084 1 —- 608Y 


— cosh — cosy 1 


Ferner folgen hieraus die Flächeninhaltsformeln, wenn 


man bedenkt, daß zE 5 3 (a +ß--y) m also: 


sin, —— cos ( (a +-A-+y) und cosz SF — sin, 


vorausgesetzt, daß der Kugelradius —1 ist. 


So folgt aus XVI: 


(XIX) N 2 ne sinABC we 


4 oe b C 
G 5 0087 0087 


y 2cosa cosb cosc 4 1 — cos?a — cos?b — cos?e 


4 a b £ G 
00850085 C 55 


V2cosa cosb cose— 24 sin?a 4 sin?b + sin?e 


23 b 6 
4 C0OS— C0OS— C0OS— 
Pu 2 2 


sinz S(a+b-te)sinz (-—a+b+ c) sin, (a—b+ c) sin; (a a+b-—c) 


b 
2 C08< C0S— C08— 
005, 0055 085 


Setzt man ferner XVIII in die Identität XIII ein, so entsteht: 


1 a b ET 
4 cos—F - c0s— 608 C0sS—- - sina sin h siny = 
2 NE AR 


— sina (cosa —+ cosß cosy) — sin ß (cos ß — cosy cosa) + 
—- siny (cosy — cosa cosß) + sina sin f siny. 


1 a b G 
Also: coszF . 4085 0085 8, = 


- _ 608a—+-c0osßcosy COosß--Cosycosa COSYy-- C0Sa Wa 
Er sin # siny siny sina sina sinß 


—=cosa—+ cosb—+cosc—+1 


nach der sphärischen Trigonometrie, mithin: 


(XX) cosa— cosb—+cosc—1 


cos 
4 a b G 

COS— COS— C0S— 

2, 2 2 


coS?’— = +oostz + cos? 5 


9 a b G 
COS— C0OS— COS— 
2 2 2 


Priester, Distanzrelationen. 2 


- } 4? x r n 
RITTER VORRCHEE 
2 Be ati ui y. ai n 
ne VAR RATING 


SET A 


2 _—_ sin? — a — sin? 
= 2 2 2 
2 2 co ® | 
A C =» COS 5 
ein Ausdruck, den man auch aus XIX mit Hilfe der Beziehung 


cosyF — V 4 sin® SF erhalten kann. Aus den letzten beiden 


Formen von XX ergibt sich dann mit Hilfe der Beziehungen 
j: l 1 ad 1 1 
os 4 (1 + coszF) und sinlr—j/l (1 —cos5F) 


XXI b 
m | "20082 cos 00:5 —1+ 008° + cos22 + 00825 
Bea 


a 
COS— 608— C0S— 
2 2 2 


1 E 1 h 1 5 N h 
cos lat Jess 7 Tat +-6)eos (a +e)eosT(at —c) 


a b G 
COS— COS— COS— 
2 2 2 


b 
f 2.055 0085 0085 1 — 008°, — 008°, — 008°, 


A b 
ce, 0085 6085 


h sinZ (a+b-te) sinZ N a-+b+o) sin. (a— —bre) sin, (a+b—c) 


s a ä b G 
0OS—CG — Se 
a 


mit Benutzung der Identitäten IX und II. Die Multiplikation 
dieser Formeln liefert wieder XIX, die Division dagegen die 
Formel von L’Huilier (Schulz, Sphärik, Leipzig [Cnobloch] 
1829, zweiter Teil, s4l — u als ro zitiert): 


tang;F — = 


tangz (a+b +c) tangg (—a4+b+c) tangy(a —b+.c) tangl(a+b—e) 


ar] Ggetı 


Dieser Ausdruck ist nicht nur der zur logarithmischen Be- 
rechnung bequemste, er ist auch völlig unzweideutige. Denn 


da F< 27, so ist 4F< 5a, mithin tang4 F positiv, so daß 


das Vorzeichen der Quadratwurzel und der Wert für en 
völlix bestimmt sind. 


Dieser Ausdruck hat ferner von allen die größte Ähnlich- 
keit mit der planimetrischen Flächenformel und geht, wie auch 
die letzte Form von XIX und XXI, direkt in diese über, wenn 
man die Seitenwinkel unendlich klein nimmt, da man für die 
sin und tang unendlich kleiner Winkel die Winkel selbst, für 
die cos dagegen 1 setzen kann. Es wäre jedoch verfehlt, 
wenn man ein solches Verfahren auch auf die ersten beiden 
Formen von XIX unvorsichtig anwenden wollte; denn wenn 


: a b TS 
auch dort das Produkt im Nenner: c08, c085 085 sich von 


der endlichen Zahl 1 nur um unendlich kleine Größen unter- 
scheidet und deshalb unbedenklich —=1 gesetzt werden kann, 


so hat man doch zu erwägen, dass F, mithin auch sin R, 


‘eine unendlich kleine Größe vom zweiten Grade ist, unter 
dem Wurzelzeichen also eine unendlich kleine. Größe vierten 
Grades steht, daß dort also nur unendlich kleine Größen 
fünften oder höheren Grades vernachlässigt werden dürfen. 
So darf man in dem Produkt: 


3 2 25) (1— 3) (1— n"5,) 
2cosacosb Ccosc —2(1 2sin 5) 1 2 sin 5 1 2sin 5 
nach ausgeführter Multiplikation nur das letzte Glied: 


and. *35C A 
— 16sin?, sin’ sin’ vernachlässigen, in dem Ausdrucke 


N ga FOREN 
sin’a —4sin’z 008°, — 4sin®> — 4sin!Z nichts, in dem Aus- 


drucke cos®’a—=1—sin’a—1—4 sin?z 1 4sin!, ebenfalls 


nichts. — Zum Schlusse sei noch bemerkt, daß nicht die 
sphärische Dreiecksfläche das wahre sphärische Analogon zur 


9% 
1 


a 


Fläche des ebenen Dreiecks ist, sondern vielmehr der Sinus 
der Ecke, oder eigentlich dessen sechster Teil, das Tetraöder- 


; : 1 1 
volum, denn dieses ist =—-sin ABC=--sina sinh 


: 5 „‚„ entsprechend 


1 
der planimetrischen Formel F—=zah, (Vergl. S 3 


Anhangsweise seien noch die sehr einfach ableitbaren 
Gleichungen: 
sin’ ABC —= (sina sinb sin cc)” sina sin f siny 
sin” ABI’ = (sina sin f siny)” sina sinb sine 
sin’ ABC —= sin ABI". sina sinb sinc 
sin?4ABI'== sin ABC - sina sin ß siny 


hierher gesetzt. 


58. 
Die Dreipunkt-Relation. 
Ganz ähnlich wie in $ 2 läßt sich als planimetrisches 


Analoeon zu der Dreistrahlen-Relation die Relation zwischen 
den Distanzen dreier auf einer Geraden liegenden Punkte 


ableiten. — Zwischen ihnen findet eine der Gleichungen: 
—a—+-b+c—=0 
a—b+c=0 


ab —c—=0 statt. 


Es ist aber zweckmäßig, eine Relation zu haben, die 
alle drei Strecken in gleicher Weise enthält, und das wird 
offenbar eine mit nur geraden Potenzen von a, b, © sein, 
denn eine solche wird durch einen Vorzeichenwechsel nicht 
beeinflußt. Auch aus anderen Gründen ist es oft zweck- 
mäßig, eine lineare Relation in eine mit nur geraden Potenzen 
‚umzuformen, zZ. B. wenn Quadratwurzeln aus einer Gleichung 
fortgeschafft werden sollen. — Man multipliziert also 


—a+-b+re—0 mi 22-542 
so findet man: 


(a—b-c)(—a+b-+ec Ih + c?+ 2be—0. 


REN De 


Hierin hat nur noch ein Glied ungerade Exponenten. 
Um auch diese fortzuschaffen, setze man —b statt b und 
multipliziere mit —1: 
(a—b—-c) (a+b—c) = a?— b’— c’—+2be. 

Die vorige Gleichung mit dieser Identität multipliziert: 
(XXI) (a +b+c)(—a+b+c)a —b+o(a +b— d)= 
— 2b?c? + 2c?a?+ 2a?b?— a! — bt? — c!—=0. 

Dies ist die Dreipunkt-Relation. Die Produktform links zeigt, 
daß sie statthat, sobald einer der Klammerfaktoren oder sein 
negativer Wert =0 ist. 

So ist 2b?e?—+ 20?a?+ 2a?b?—a!—b*—c* teilbar durch 
a—b-e, a—-b+c, a — bc, a+b—c, a—b—.c, 
—a—+b—.c, a—b+c, —a—b—.. 


89. 
Die Dreiecksfläche als Analogon. 
In Fig. 2 (ebenes Dreieck) findet die Dreipunkt-Relation 
Sp2e2- 2920? 2pg ne pi gt —0 statt: 

Setzt man hierin p?—=a?— h und g’=b?—h}, 

so erhält man: (a+b+c) (-a+b+c) (a—b+c) (a+b—.c) = 
2b?c’+2c’a’+2a?b’—a'—b!— c!—=4c’h’—4a’h’— 4b’h?>=16F?, 
die bekannte Formel für die Dreiecksfläche. 


Fallen hier die drei Ecken in eine Gerade, so erhält man 
wieder die Dreipunkt-Relation. 


8 10. 
Anwendungen der Dreipunkt-Relation. 


Sollen aus der Gleichung +ya +yb +c=0 die 
Quadratwurzeln entfernt werden, so findet man nach XXII: 
2ab+2(a-+b)ce— a?— b?—-ct—0. 

Aus +ya+tyb+tye=0 wird: 
2be+2ca+2ab— 2 —b—c—=0. 


een er 3 
EU N fi 


Liegen vier Punkte (Fig. 4) auf einem Kreise, so besteht 
zwischen ihren Distanzen nach dem „Ptolemäus“ eine der drei 


Gleichungen : — aa - br -y—='0 
aa— bP 4+cy—=0 
aa—+bP —cey=0 , 
(bei obiger Figur die erste). — Will man sich von dieser 


Zufälligkeit frei machen, so kann man die drei Gleichungen 
nach XXII zusammenfassen in: 


(XXI) 

(aa + bP-- cy) —aa—bP--cy) Ve (aa + bB— ey) = 

2 b?2c?#?y? + 2 c?a?y?a? —+ 2 a?b?a?h? — ata! — bp? — c!y—=0 
(Salmon-Fiedler, 126), oder auch in: 


(XXIV) (— aa + bP + ey) (aa — bß + ey) da + —y)= 
= — aaa — bp — ey? + bepy (bey) + cayaley aa) 
— abaß (aa + bf) — 2abcapy — 0. 


811. 


Die Determinantenform der Dreiecksfläche und der 
Dreipunkt-Relation. 
a? bc? 
2 ab ; 
Fallen nun die drei Ecken in eine Gerade, so ist csy—=-+1, 
was zusammengefaßt wird in der einen Gleichung: 


Nach der ebenen Trigonometrie ist: cosy — 


1 op | 
| cosy 1 a 
der schon unter V angeführten Zweistrahlen-Relation. Hierin 
obiges substituiert und die Gleichung mit 4a?°b? multipliziert: 


| 2ab a? b?—c? Ei 


2-+-b?—c} 2 ab 
Die Determinante „gerändert“: 
| ab a2+b?—c? 0 0| 
a° + b’— c? 2ab 0.0 un 
a b 420 
b a 01 


23 


Die dritte Zeile mit b, die vierte mit a multipliziert und von 
der ersten subtrahiert; desgleichen die dritte mit a, die vierte 
mit b multipliziert und von der zweiten subtrahiert: 


o 
y 


ey O:26r, big 

m () an op Tal) Dh 
5 A) S,006r: ==(: 

a b 1 0) bi... 1720 

b a 0 1 ar end 


Diese Determinante läßt sich auf doppelte Weise umformen. 
Einmal multipliziere man die dritte und vierte Kolonne mit c 
und dividiere sodann die erste und zweite Zeile durch c. 
Dann erhält man: 


a des durch Zeil U rar burc 
oder durc eilen- 
er lrta,ch BROTMIETSH 
— (0 und Kolonnen- —. ——(); 
GP 0 Le 0) h7.,62x 0223 
Vertauschungen: 
br sa-2°0: %-€ re EM 0) 


Anstatt obige Determinante auf eine zweite Art umzuformen, 
kann man auch bei der zuletzt erhaltenen Form die zweite 
Kolonne mit be, die dritte mit ca, die vierte mit ab multi- 
plizieren, insgesamt also mit a?b?c?, so erhält man: 


Daher: abe; abe 
20 Grat ab? RE 
Dbe 0) a?b 
GABEL Gr 0 


Dann wieder die erste Zeile durch abe, die zweite durch a, 
die dritte durch b, die vierte durch c, insgesamt also durch 
a’b?c?, dividiert: 


OS EL DE 

an eTe oder durch Zeilen- rohe i 
iD : „I=0 und Kolonnen- _ h „=0)) 

on Vertauschungen:: RG 

1 b? a2 0 a Le) 


!) Baltzer S3. 


a 
Somit haben wir als Dreipunkt-Relation: 


(XXV) (a+b+o)(—-a+b+e)(a—b+c(a+b—o)= 


02.2872 nn U Re! 
Da a..0. 1.003 Bo 
ehe cd al Dinar 
2 b,2.3% 20 1.:xb2,020 


und jeder dieser Ausdrücke stellt uns auch 16F? dar, wenn 
die drei Punkte nicht in einer Geraden liegen. 

Noch weiter rückwärts gehend, kann man auch die 
Zweipunkt-Relation aufstellen, d. h. diejenige, welcher die 
Entfernung zweier zusammenfallenden Punkte unterworfen ist. 
Diese Relation ist natürlich: 


XXVD LO 1 


a—0 oder: 10 2? =2a?—0 
1.0.0 
SE 


Umwandlung von a+b-+c+d=0 in eine Relation mit 
nur geraden Exponenten. 


Man multipliziere obige Gleichung mit —a—b+c-+d, 
so ergibt sich: 
(a+b+c+d) (—a—b+c+d)=—2ab+2cd—a?—b?+c?+d?=0. 
Hierin —b und —d statt b und d und mit —1 multipliziert: 
(-a+b—c+d)(-a+b+c—d) = — 2ab+2cd+a?+b?— e?—d?. 
Beides multipliziert: 
(a+b+e+d) (—a—b+c+d) (-a+b—c+d) (-a+b+c—d) = 
2 (a°b?’+a°c?+a°d?+b?c?+b?d?+c?d?)— a —b?— ct —d!—8abed=(. 
Mit Benutzung des Summenzeichens, welches über alle 


Buchstaben und alle möglichen Kombinationen zu erstrecken 
ist, läßt sich abgekürzt schreiben: 


RE RN 


(XXVID 

(a+b+c+d) —a—b+c+d) (-a+b—c+d) (-a+b+c—d) = 
2 > a?b? — Dat — Sabed — (0. 

Die Produktform zeigt von selbst, wann diese Gleichung gilt. 

Scheinbar nimmt in jener Produktform a eine Ausnahme- 

stellung ein; ändert man aber in irgend zweien der drei letzten 

Klammern die Vorzeichen, so wird diese Ausnahmestellung auf 

b oder ce oder d übertragen. 


In XXVII setze man —.a statt a: 
(XXVIID 
(-a+b+c+d)(a —b+c+d)(a +b—c+d)(a +b+c—d) = 

ON ah? N are Sahcd, 
Wann diese Identität null ist, zeigt wieder die Produktform. 
Mit der vorigen Gleichung multipliziert: 
(XXIX) 
(a+b+c+d) -a—b+c+d) (-a+b—c+d) (—a+b+c—d). 
(-a+b+c+d) (a—b+c+d) (a+b—c+d)a +b+c—d= 
ae Day AN ap LAD alter Adarpte?d!— 0, 
Dies ist die gesuchte Relation. — Werden z.B. aus: 
t+yatyb tye ya —0 

die Wurzeln entfernt, so ergibt sich: 

Da 6 Dan 4 25h 4 a3he= 240 abed — 0; 


8 13. 
Die Ausdrücke des vorigen $ als Determinanten. 
(a+b+c+d) (-a—b+c+d) —a+b—c+d) -a+b+c—d) = 


1 d—b 
(a+b+c+d) (-a-b-+c4d) (-a+b—c4+d) - ; 


1 d—b a—b 
(a+b+c+d)(-a—b+c+d)-| 1 c—a b—a 


Bere u. e 


oder, die zweite Zeile von der dritten subtrahiert: 


| 


| 


(a+b++e+d) (-a—b+c+d) 


(a+b-++o-+d)(-a—b+e+d). 


1:.-de hr a5 
L .e—a ba 


—1. acid 


1 Ö 0 0 

b 1 d—-b ab 
a 1 c—a b—-a 
C 


— 3 de 


oder, die erste Kolonne zur dritten und vierten addiert: 


| 


| 


—= —(a+b+c+d)(—a—b+c+d)- 


0 


— —— (a+b+c+d) . 


(a+b+c+d) -a—b+cHd): 


1. lee 
B..282 da 
FREU ER RLN) 
e—l ad 
Orr 
1,:.b 4 9 
I 20h 
— ls 61a. d 
I tee 
—a—b+c+d b da 
—a—b+c+d a ch 
atb—c—d ce ad 


oder, die zweite und vierte Kolonne zur ersten addiert, die a 
dritte hingegen von ihr subtrahiert: 


1 
th teidie ; 
b 


C 
d- 
b 


| 
| 


1 


b 
a 
C 


1 
d 
G 


A 


1 


a 
b 
d 


| 


a+b+c+d a+btcetd atb-ictd a. 


d a 
6 | b 
a d 


27 


oder, die drei letzten Zeilen von 


Ar 
Kr GReh 
Re 
IDESLC 


der ersten subtrahiert: 


GG 


6 


A4rU 


oder, durch Zeilen- und Kolonnenvertauschung: 


(arb+e+d) (-a—b+e+d) (-a+b—-c+d) (-atb+c-d)= 


b 


| 


ee) 


a 
d 
d”..e 


eine Determinante, bei welcher 
dieselben Buchstaben enthalten. 


En 
Sl 
b 


Aa 


ee ei er 


alle Zeilen und Kolonnen 
Setzt man d=0, so ent- 


steht nach einigen Zeilen- und Kolonnenvertauschungen XXV. 


Setzt man —a statt a, so entsteht: 


—at+b+ce+d)\a -b+c+d)a+b— c+d\a+b+c—d= 


b 


d 


Die scheinbare Ausnahmestellung 


6 d 


ad 


von a läßt sich leicht auf 


jeden anderen Buchstaben übertragen. 


(XXX) 


Durch Multiplikation findet man: 


a+b+e+d)(-a—-b+c+d)(-a+b—c+d) (-atb+c-d). 
(-a+b+c+d)(a —b+c+d\(a +b—c+da +b+c—d= 


—a?+b’+c?+d? 2cd 
2cd — a°+b°’+c?+d? 
2bd 2bc 
2bc 2bd 


2bd 2 be 
2 bc 2bd 
— a?+b?+.c?+d? 2cd 
2cd — a?+b°’+c?’+d? 


eine Determinante von demselben Bau wie die beiden vorigen. 


RE 


8 14. 


Allgemeines über Relationen mit nur geraden Potenzen. 


Vergleicht man unter XXIl und XXX die für at$tb+c=0 
und für a+-b-+-c-+d=0 gefundenen Relationen mit nur 
geraden Potenzen, (für a—-b=0 ist dieselbe: 


the yon |. 
bei jeder folgenden der Grad sich verdoppelt. Dies ist all- 
gemein der Fall, wie folgendes allgemein brauchbare Ver- 
fahren zeigt: Die für a+b-+-c+d=0 gefundene Relation 
sei, nach Potenzen von d geordnet: 
ds H,d°+ H,d2--H,d HB, —0, 

wo die H homogene Funktionen der drei übrigen Buchstaben 
mit nur geraden Potenzen sind. Der Index zeigt den Grad 
dieser Funktionen an. — Setzt man hierin nın de statt d, 
so erhält man für a+b+c-+d-e=0 eine Gleichung von 
der Form N,+N,de=0, .wo‘die N nur gerade "Potenzen 
enthalten, wo aber N,de alle die Glieder umfaßt, welche 
ungerade Potenzen von d und e enthalten. 

Multipliziert man diese Gleichung mit 

N; N,de;: So.erhält man N N U0E2 
Dies ist die gesuchte Relation für 
a+-b+-c+d+te=0. 
Sie ist homogen und vom 16. Grade. 

Dieses Verfahren läßt sich kurz so darstellen: Ist F(d)= 
die Relation für atb+c+d=0, so ist F(d+e) - F(d—e)= 
dieselbe für a-b-+-c+d-+te=0. Ki 

Der Ausdruck F(d-+e)- F(d—e) muß nach der Lehre 
von den Wurzeln einer Gleichung teilbar sein durch 

ratbıerdre 
wo jedes einzelne Vorzeichen ganz beliebig ist. Denn da er 
nur gerade Potenzen enthält, so verändert ein Vorzeichen- 
wechsel irgend eines Buchstabens nichts. Also muß er teil- 
bar sein durch: | 


—0), so erkennt man, daß 


0. 


0 
0 


(XXX) 


tb to tat atbtotdtelfe—b+tetdte): 
(a —b—c+d-+te) a —b+c—d-te) a +b+c+d-e) - 


(—a—b-+c+d-e) (-a-+b--c+d-+te- 
(—a+b+c—d+te)—a+-b+c+d—e)- 

(a — b— c+dte)fa— b+c—d+e)a —b+c+d—e:- 
(ab —c—d-e)a +b—c+-d—e)a +b+c—d-e) 
Da dieses Produkt aber ebenfalls vom 16. Grade ist, so Kann 
es sich von F(d-e)- F(d—e) nur durch einen Zahlenfaktor 
unterscheiden, und dieser kann, wie eine genauere Betrach- 

tung zeigt, höchstens —1 sein. 

Wenn unser Ausdruck durch irgend eine Vorzeichen- 
kombination, z.B. —a—b+c-+d-e, teilbar ist, so ist er 
schon von selbst durch deren negativen Wert a+b—c—d—e 
teilbar; daher braucht die Produktform von allen Vorzeichen- 
kombinationen nur die Hälfte zu enthalten, z. B. bei einer 
ungeraden Buchstabenzahl diejenigen Kombinationen, welche 
mehr Plus- als Minus-Zeichen aufweisen, wie das obige Bei- 
spiel zeigt, bei einer geraden Buchstabenzahl außerdem noch 
die Hälfte derjenigen Kombinationen, die gleichviel Plus- und 
Minus-Zeichen aufweisen, z.B. diejenigen Kombinationen, bei 
denen ein Buchstabe, etwa a, negativ ist, wie XXX. zeigt. 

Da nun, wenn n Buchstaben vorhanden, nur eine Kombi- 


nation mit lauter Plus-Zeichen, (1) mit einem Minus-Zeichen, 


(2) mit zwei Minus-Zeichen, (3) mit drei Minus- Zeichen 


existieren, So ist für eine ungerade Anzahl von Buchstaben 
die Anzahl der Klammerfaktoren in der Produktform: 


+++ ee 


für eine gerade Anzahl von Buchstaben dagegen: 


+(1)+6)+ FRE: +42)" 


2 
Diese Zahl bezeichnet also auch den Grad des Ausdrucks. 


a 


8 15. 
Die goniometrischen Analogien zu $12. 


Wie wir die goniometrischen Analogien zu S8 und9 ‚ 
bereits in den $S 2, 3, 4, 6 kennen gelernt haben, so sollen 
nun auch zu $ 12 die goniometrischen Analogien aufgestellt 
werden. Durch ein ähnliches Verfahren wie in $ 2 findet man: 


(XXX) 
dein (at ß+y +9) sing (—a— +7 +dsin sat y+) 
sin (at tr —8) 


— 2 — cos?a — cos?f — C08°y — c08?d + 2 cosa cos cosy cosö—+ 
— 2 sina sin siny sind 

— — 2 + sin?« + sin?ß + sin?®y + sin?ö + 2 cosa cos cosy cosö-+ 
— 2 sina sin ß siny sind. 

Auch hier nimmt a ebensowenig eine Ausnahmestellung 

ein wie in der analogen Gleichung XXVII Ä 
Substituiert man hier nichts weiter (was übrigens auch 


in $6 anwendbar ist), als «+ statt a, mithin 


1 1 l 
Str tt statt Zlatß+rr) 


2 


so erhält man, wenn man noch die Identität mit —1 
multipliziert: ! 


und 5-aß+7+8)-5r statt Sta ß+y+Ö) u. 8. W., 


(XXX) 
1 1 1 
Acosz(a tk ty res (-a—ftyrI) 085 (Taf yr9) 
1 A | 
cs, -atf+Y-9)= | 


RER EL 


°a + cos?ß + 608”y + cos’d +2 cosa cos cosy cosö—+ 


— 2 sina sin siny sind = 


2 — sin?a — sin?ß — sin?» — sin?d + 2 cosa cosß CosYy COSd 
y j% 
— 2 sina sin ß siny sind, 


Setzt man in XXXII und XXXIII —.a statt a, so resultiert: 
(XXXIV) 


4sins(- a+ß+y-+6) sin 5 ee) sin, (a+ß—y-+6) 
sin at +7-9)= 


2 — cos?a — cos?h — c0os?y — cos?ö + 2 c0sa cos CosYy CoSö-+ 
+ 2 sina sin siny sind = 


— 2 + sin?a + sin?ß + sin?y + sin?d +2 cosa cosß cosy cosö—+ 
+2 sina sin ß siny sind 
und: 


1 1 
4 cos, (— Re (a+ß—y+0) 
005, (a + ß+y = 
— 2 + cos’a + cos?ß + cos?y + cos?ö + 2 cosa cosß cosy cosö-+ 
+ 2 sina sin siny sind = 


Me Er aa an ste 
2 — sin’a — sin? — sin?y — sin?ö 4 2 cosa cos cosy cosd+ 
+ 2 sina sin siny sind. 


Diese Formeln zeichnen sich durch ihre Regelmäßigkeit vor 
denen des $6 aus, die aus ihnen hervorgehen, wenn man 
—=( setzt. 


Ferner sind noch zu erwähnen: 
(XXXV) 


1 1 1 
4sinz (a+ß+y-+6) rue —+y-+6) 0085 (-a+f 70) 
1 
005, (-atpf+y9)= 


> sina cosa + I sina - cosßcosycosö-- I cosa - sinß siny sind. 


a 


Setzt man hierin nichts weiter als a+r statt a, so ergibt sich: | 
on 


1 1 
108, (m + P 421.00, eine 
sin. -a+ß+y—d))= 


N NN . . . . 
SI sina cosa — I sina - cos cosy cosd — > cosa - sin ß siny sind 


Endlich noch einige Formeln, die sich durch Multiplikation 

der bisher aufgestellten ergeben. Aus XXXII und XXXIIE: 

(XXXVI) 

sin (a + +7 + 9)sin(-a—ß+y+d)sn(—a+ß—y+9) 
sin(-a+ß+y—0d)= 

— D costa 4 2 I cos?a cos?ß — 4 cos?a cos? cos®y — 

—- 8 cos?a cos?p cos?y cos?ö —8cosa sina cos sin cosy siny cosö sind == 

— I sinta + 2 I sin?a sin®® —4 I sin?a’sin?ß sin?y | 

—+ 8 sin?a sin?) sin?y sin®d — 8 sina cosa sin/ß cos siny cosy sind cos0. 

Hierin —a statt «a: 

sin(—a+ß+y+ö)sin(a— ß+y+ö)sin(a+ß— v4) )sin(a+ß-+y— 0) = 

— I c0sta 2 D cos?a cos?ß — 4 I, cos?a cos?ß cos®y 

—+8cos?a cos? cos?y cos?d — Scosa sina cosß sin cosy siny cosösinö= 

— D sinta + 2 D sin?a sin? — 4 I sin?a sin?2@ sin®y I 


—- 8 sin?a sin?ß sin?y sin?ö + 8 sina cosa sin ß cos ß siny cosy sind cosd. 


1 
Setzt man in XXXVII nur a ER statt a, also: 


a+6+7+0+3= statt at ß+y-+0 


und ma p+r+)— Ir statt at 


so scheint es zwar, als erhielte « auf der rechten Seite eine 
Ausnahmestellung, aber doch entsteht, nachdem mit —1 
multipliziert ist, folxende symmetrische Form: 


00 (a + 8 +y + 8) cos—a— B+y +8) cos at ß—y+0) 
Dr Terre: 


2» a, 


1— 23 cos’a + D costa-+ 2 I cos?a cos?ß — 4 D cos?acos?ßeos?y + 
—- 8 cos?a cos?” cos?y cos?öd — 8cosa sina cos sin) cosy siny cosö sind = 
— 1-2 DI sin’a+Dsinta + 2 sin?a sin?P— 4 sin?a sin?ß sin®y + 
+8 sin?a sin?ß sin?y sin?d —8sina cosa sin ß cos siny cosy sind cosö 

Hierin —a statt «a: 
cos(-a+ß+y+9)eos(a—ß-+y+8)eos(a+ß—y+d)eos(a+ß+y— I) = 
1-2 cos®a +Dcosta+ 2 cos?a cos?ß —4D cos?a cos?ß cos?y + 
+8 cos?a cos”p cos?y cos’ö+8cosa sina cos h sin ß cosy siny cosö sind = 


1—2 ID sin’a + sinta + 2 sin?a sin? — 4 D sin?a sin?ß sin?y + 
+8 sin?a sin?ß sin?y sin?d-+8sina cosa sin ß cos siny cosy sind cos0. 


Endlich noch durch Multiplikation der ersten Formen 
von XXXII und XXXIV: 


ee 
16sinZ Sat 6+y +5) sin, (a ß-+y-+ö) sin, BE 
sing (matß+r0) - 2 a+ß+r+9) sinn (a—f+7+0) 
sinn (a+ß—y+9) sin. (at ß+7—0) — 
N costa— 2 cos?a cos?ß -+ Scosa cosß cosy cosd + 
14 cos?a cos2ß cos?y —4 N cos’a - cosß cosy cosd 
und wenn man hierin a—+n statt a setzt: 
(XXXIX) 
16 0085 (a+f-#7 +0) cos -a— Be -a+ß—y+0) 
SONBHRT 0), 005, (- —a+ß+Y+9) 005, —ß+y+0) 
0. 
N costa— 2 c082a cos?ß — 8cosa cosß cosy cosd + 
+4 cos?a cos?ß cos?y +4 cos°a - cos cosy coso. 


Die letzten beiden Formeln zeichnen sich vor den übrigen 


dadurch aus, daß sie nur cos enthalten. 
Priester, Distanzrelationen. 3 


a 


Um endlich noch ein anderes Prinzip der Ableitung nicht 
unerwähnt zu lassen, so setze man in XXXV und XXXVI 
2a, 2ß, 2y, 26 statt a, ß, y, 6, so erhält man: 


sin(+ß+y+9)- eos (—a— ß+yt9ecos(—a+f—yF) 

cos (-a+ß+y—)= 
BRD cosasina+ I cos?asina-- D cosasina - cos?ß — 2 > cosa sin @ . 
. cos?ß cos®y —2 Dcosa cosß cosy - sinasinßsiny 4) cosasina - 


cos?ß cos®y cos?ö 4 D cos’a - cosß cosy!cosö - sinßsinysind=- 


— I sina cosa — I sin?a cosa — I sina cosa sin?ß 4 2 D sina cosa - 
. sin?ß sin®y-2 N sinasinßsiny - cosacosßcosy— 4 Isinacosa - 
. sin?ß sin?y sin?d — 4 D sin?a - sinßsinysind - cosßcosy cosd 


und: 


cos (aß -+y-+06) - in =—a—ß+y+ö sn -ath—- 79) 
sin(—a+ß-+y—0d))= 


+ I c0s3a sina — D cosa:-sina - cos?ß -— 2 D cosa sina - cos?ß cos®y- 
+2 cosa cos ß cosy - sina sin ß siny—4 D cosa sina - cos?ßcos?y cos?ö-+ 
— 4 D cos?a - cosß cosycosd - sinßsiny sinö= 


— — I sin?da cosa + D sina cosa sin?® —2 I sina cosa sin?ß sin?y | 

— 2 N sina sin ßsiny - cosa cosß c0sy +4 D sina cosa - sin?ß sin?ysin’d+ 
4 I sin?a - sin siny sind - cosß cosy cos0. 

Wird in den beiden letzten Identitäten ö=0 gesetzt, so 


ergeben sich noch zwei Formeln, die in $ 6 ausgelassen 
worden sind. 


8 16. 
Die Ausdrücke in $ 14 als Determinanten. 
HN a4 =—artbt= |, ) | ist sehon 


erwähnt. Das beste Verfahren, aus dieser Determinante die 
Reihe der folgenden zu finden, ist das in $ 14 angegebene: 


a er 


Man bilde aus dieser Gleichung F(b)=0 die Gleichung: 
F(b+c-F(b—c)=0. Dies ist die verlangte Relation mit 
nur geraden Potenzen für drei Größen. Also: 


a b—.c 


la b—+c 
b-+c a 


Ö C a. bc 
G 0. b—c' a 


b—-c a 


Addiert man hierin die erste Kolonne zur dritten, die zweite 
zur vierten, so ergibt sich: 


a b-+c a b-+c 

b-+c a b-+-c a r 
0 1%) a b 
C 0 b a 


Subtrahiert man endlich die dritte Zeile von der ersten, die 
vierte von der zweiten, so ergibt sich: 


ER DIRT 
b 

3» ARE But 
IIEBRa ED 
a I NE 9 


Das Minus-Zeichen ist vorgesetzt, damit der Ausdruck links 
mit XXV auch im Zeichen übereinstimmt. Durch ganz das 
gleiche Verfahren erhält man XXIX in der Form: 


(XL) En RT IE RR U ae I ar 1 | 
DANS EN 
DE 00ER 
Eulen. a er OO. 0 
PREISE LED SUNG 
NR LU Bag ET 1 Pe 0) 
NIE A I A IR a en) 
KARIN EU N ESOR br a 


die mit der Determinante XXX übereinstimmt, und XXXI 
in der Form: 
| 9% 


e 


od 


36 


d 


od 


= 


G 


[@>) 


0% 
a b 
b 


Die leeren Stellen dieser Determinante sind — wie auch 
im folgenden öfter — mit Nullen besetzt. 

Daß die entwickelten Ausdrücke nur gerade Potenzen 
enthalten, läßt sich auch in der Determinantenform darstellen. 
Für drei Buchstaben ist diese Darstellung schon in XXV 
gegeben. — Um für vier Buchstaben dasselbe zu erreichen, 
multipliziere man die Kolonnen von XL der Reihe nach resp. 
mit bed, acd, d, abd, b, a, c, abc, so daß die ganze Deter- 
minante mit a*b*c*d* multipliziert wird. Dann ergibt sich: 


abced abcd 
b?ed: "32Cd 
ac?d 
be?d 
acd? 
bed? 


Dividiert man nun die Zeilen der 


cd 
ad 
bad 


a 


abced 


ab?d 


a?bd 


abd? 


bd 
ab 
b? 


bc 


cd 


e? 
a6 
be 


abed 


abc? 


ab?c 
a?bc 


Reihe nach resp. durch 


v 


TE 


abed, cd, ad, bd, ab, 1, ac, be, die ganze Determinante daher 
durch a*b!e?d!, so ergibt sich: 


1 1 ‘ 1 : : \ 1 
bewsia? 1 
rule 1 
@2 Tea : 
RO LE zer 
RER IVO BI 
Bin: IR: . N 1 1b? 
EEE 1 ER 


Hieraus durch Zeilen- und Kolonnenvertauschungen: 


1 1 1 1 
E71 on aershe 
1 1 A 6° 
1 Ei d? 2a 
1 1 bar C? 
1 1 b’ d* 
tl Gahnd? 
a2 here? 


Die Zeilen dieser Determinante enthalten die Kombinationen 
zu 0, 2 und 4 Elementen, die Kolonnen zu 1 und 3 Elementen. 
Auch enthält jede Zeile und Kolonne, von den Nullen abge- 
sehen, 4 Terme. 

Für 5 Buchstaben ist die Umformung in ähnlicher Weise 
zu bewirken. 


17, 
Die Formeln XXXVIIT und XXXIX als Determinanten. 


Unter allen Ausdrücken des $ 15 eignen sich diese beiden 
am besten für die Determinantenform, weil sie nur cos ent- 
halten. — Man bekommt die Produktform XXXVIIL aus der 
Produktform II, wenn man in der letzteren einmal y—-6, 
sodann y—ö statt y setzt und die so erhaltenen Ausdrücke 
multipliziert. Dasselbe Verfahren wenden wir jetzt auf die 


En agen 


Determinantenform VI an. Wir multiplizieren die beiden 
Determinanten: 


1 cosa cosß 1 cosa cosß 
cosa 1 .cos(y+6) | und: | cosa 1 cosy—ö) | 
cosß cos(y+6) 1 cosß cos(y—0) 1 


Schreiben wir zu AU EDEL Abkürzung y und ö statt 
cosy und cosd, sowie y’ und ö’ statt siny und sind, so er- 
halten wir das Produkt: 


1 a ß 0 0 0 
a 1 yol— y'ö’ 0 ) 0 
ß yö—y'ö 1 0 0 0 
0 0 0 a Be 
0 0 y'ö' a 1 +y'ö | 
0 y'ö' 0 ß yö-ty'ö' 1 


Addiert man hier die vierte Zeile zur ersten, die fünfte zur 
zweiten, die sechste zur dritten; subtrahiert sodann die erste 
Kolonne von der vierten, die zweite von der fünften, die 
dritte von der sechsten, so erhält man: 


1 a ß 0 OÖ 0 
a 1 yö 0 0: RR 
ß yö 1 a) 
ee 
0 BROT NE 1 yö 
VE) a) 1 


Multipliziert man hier die drei ersten Zeilen mit y’', die drei 
letzten mit ö’, dividiert sodann die drei ersten Kolonnen durch 
y', die drei letzten durch ö’, so ergibt sich: 


1 a ß 0 ) 0) 
yo 0 

yö 1 ) 

0 0 1 a ß 

0 OO 

RN ß 


SDR 


TE 


Drückt man nun die sin durch die cos aus und multipliziert 
die drei ersten Zeilen sowie die drei ersten Kolonnen mit 
—1, was nichts verändert, so entsteht: 


DU ORT 0000 
a 1 yö 0 0 y?—1 
ß yö 1 BE LEO 
0 0 0 1 REN RE 
0 1 nn BR 1 yo 
0 °—-1 0 ß yö 1 
1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0) 0 0 0) 0 0 
N RT AR NER: 
A 0 a 1 vo 0 0 y?—l 
BO v ß yö 1 0 y’—-1 0 
NE RUHE Oh utta.  uß 
1) 0 0 0 6-1 a 1 yo 
0 Ö 0 6°—-1 0 ß yö 1 


Subtrahiert man hier die erste Kolonne, mit ö multipliziert, 
von der fünften, und, mit y multipliziert, von der achten, 
dagegen die zweite Kolonne, mit ö multipliziert, von der 
vierten, und, mit y multipliziert, von der siebenten, so entsteht: 


1 06. werd 
: —6 . —y 
a... 

y a 1 —1 

PAR. 1 ee 

1 au 

Ö .—1 a 1 
) . —1 weh 1 


Multipliziert man noch die ersten beiden Zeilen mit —1 und 
vertauscht sie sodann, was das Vorzeichen der Determinante 
‘ändert, so entsteht nach einigen weiteren Zeilen- und Ko- 
lonnenvertauschungen: 


1 cosa cosß Er 
1 ...17008a 608ß 
—1 cosÖ RT 
—1 cosd cosy 
| 00sa cosy 1 ee! 
cosß .. cos y 1 —1I 
cosa cos0 . 1 1 
BROS. cosd —l 1 


Diese Determinante ist also identisch mit XXXVILL 


Die vier ersten Zeilen und Kolonnen enthalten (von den 
Nullen abgesehen) je drei Elemente, die vier letzten je vier. 

Da das Paar a und £ in zwei Zeilen und Kolonnen vor- 
kommt, ebenso das Paar y und ö, die anderen Paare dagegen 
nur in je einer Zeile und Kolonne, so ist die Paarung a und 
ß, y und ö vor den zwei anderen Paarungen bevorzugt, und 
es gibt daher im ganzen drei Determinanten für denselben 
Ausdruck, oder vielmehr sechs, da das Paar y und ö in der- 
selben Zeile und Kolonne —1 hat, das Paar a und £ dagegen 
—-1. Doch kann man diese letzten Unterschiede vertauschen, 
wenn man die ersten vier Zeilen und die letzten vier Kolonnen 
mit —1 multipliziert. | 

Die Identität XXXIX ging aus XXXVIII hervor, indem 
wir ar statt a setzten. Tun wir dasselbe bei der letzten 
Determinante, so wechselt cosa das Vorzeichen. Um cosa 
wieder positiv zu machen, multipliziere man die 1., 2., 6., 8., 
4. Zeile und Kolonne mit —1, so ergibt sich: 


(XLI) | 1 ; cosa cosß 
1 cosa cosß 
Im 0080 cosy 
cos d 1.7.0089 
| eosa cosy 1 a d: 
OEM cosY 1 1 

cosa COSÖ 1 1 
COS Nie. cosd 1 152 


Diese Determinante ist also identisch mit XXXIX. 


8 18. 
Analogien aus der sphärischen Trigonometrie. 


Manche Ausdrücke des $ 15 kommen vor bei den Flächen- 
inhalten sphärischer Sehnenvierecke, ausgedrückt durch die 
Seiten. Ist Fig. 5 ein sphärisches Viereck, so bestehen 
zwischen den Seiten und Winkeln desselben die Beziehungen: 
(XL) 
cosacosb + sina sinb cosp — cose = cosc cosd + sinc sind cosy 
ebenso: 


cosb cose + sinb sine cosy —= cosa cosd + sina sind cos 


ferner: 

— 6089 C0S®@ + SINY SIN® COS —= COSN = — COSY CoSy + siny siny CoSc 
ebenso: 

— 60859 608% + sino siny cosb — — cosy c0sw + siny sinw cosd 


Von diesen vier Relationen sind freilich nur drei von einander 
unabhängig, da nur drei der acht Stücke durch die fünf übrigen 
bestimmt sind. Drückt man nun in der ersten die Funktionen 
der Seiten durch die Funktionen der halben Seiten aus, also 


csa—2 008°, —1, oder abgekürzt —=2k’—1 

sina — 2 sin 5 cos 5» oder abgekürzt =2s,k, U.S. w. 
multipliziert aus, addiert beiderseitig 1, dividiert durch 2, so 
findet man: 
(XLIN) 


Ss +kk+2s,5,k, k, cosp—=s’s5+k?ki+2s s,Kk,k, cosy 
Durch dieselbe Substitution findet man aus der dritten jener 
vier Relationen: 

2 k} sinp sin® — cos (pP — @) —=2k} sing siny — cos (y — Y) 
Ist nun das Viereck ein Sehnenviereck, so isst 9+yv=x+® 


also 9 —o=y—y, mithin besteht für ein solches die wich- 


tige Relation: 
k} sino sin® = k} siny siny 


ebenso: 
k> sinp siny — k3 sino siny 
multipliziert: 
(XLIV) | 
k2kz sin’p —= ki kz sin’y 
radiziert: 


k, k,Sno—=tk,k, Siny 


Zur Entscheidung über das Vorzeichen ist zu bemerken: 
Für das gewöhnliche Sehnenviereck gilt zweifellos plus, weil 
dessen halbe Seiten sämtlich spitze Winkel und dessen Winkel 
sämtlich hohle Winkel sind. Läßt man das gewöhnliche in das 
sekreuzte (Fig. 6) übergehen, so wird d negativ, w wird durch 
sein Supplement ersetzt, wodurch K, und siny im Vorzeichen 
nicht verändert werden, also gilt auch hier plus. 

Zieht man ferner XLIV von XLII ab, so ergibt sich: 
SS, Kikkecos’p +25, s,k,k, 0089 —88} 

-—KEkZ e08’y — 28,8, K,K, C08Y 

radiziert: | 
st KK OS P—= LE (5,51 FT K,Ka 608%) 
Zur Entscheidung über das Vorzeichen ist zu bemerken, daß 
für ein gekreuztes Sehnenviereck plus gilt. Denn wenn man 
es einem ebenen annähert, also seine Seiten klein nimmt, 
dazu und w spitz, so sind alle vorkommenden Größen 
positiv. Läßt man dagegen die Seite d durch Null durch- 
gehen, so daß aus dem gekreuzten Viereck ein gewöhnliches 
wird, so wechseln s, und cosy das Vorzeichen. Daher gilt 
für ein gewöhnliches Sehnenviereck minus. | 


Eliminiert man nun aus k,k,sing=k,k, siny 
und 5 5, K,k, 0059 = --8,5,—K,k, cosy 
den Winkel y, so ergibt sich: 
(XLV) 
2,5, 483), , FE hesQ ts 
oder: 


(XLVWD) 


9 BEE NEN RN AN BEUTE 
2 (Ss, Spt 8,84) k &, cs 9 =, +, 5-5 25,5, — 25, 5 SeSa 


Dies gibt den Ausdruck der Winkel durch die Seiten. 


Multipliziert man ferner dieselben beiden Gleichungen, 
die erste mit sino, die zweite mit cosp und addiert, so folgt: 


KK, (Sing siny — cospcosp)—k, Ku, + (8,5, T Se 8a) 6059 
Da nun aber der Flächeninhalt des Sehnenvierecks 
F=p+x+yroe—2r=2@+y)—2a, 
Re 1 
mithin: ;F=e+ty—n 
1 
also cos 3 F = — cos (p + y) = sing siny — C0S@ cosw, 
so ergibt sich: 
1 
k,k, cos st=kK + (8,8, + 8,54) C0S9, 
also: 
1 
2k k)k.kı 6085 F=2kik5+2(8,5, 7 5584) Ka Ku 608 9: 


Hierin XLVI eingesetzt: 


0 N RE SE 
Fe et 2 Ss, Ss, Ss. sa 28, 5,8. Sa 
ee ern 
2 2k,K,K,Kı 
ka &) 2 2 I %2 CHE 
a Pal 31 len u Sa al bean 6 NE 
ak k,K,Ka 


Dies ist der Ausdruck des Flächeninhalts durch die Seiten. 
Für ein gekreuztes Sehnenviereck ist d negativ zu nehmen, 
mithin: 

ee Fe au Fe AR Fi ee Spa 


2kuky KK, 


Für d=0 geht die Formel in XX (Fläche des Dreiecks) über. 


1 
-P— 
Cos 5) 


Nach den Formeln: 


ES 1 IE 
005 ,— 51 cosa) und sin = 4/50 —cosa) 


erde 


folgt noch für das gewöhnliche Sehnenviereck : 
(XLVI) 


ie Bien S v8 ak, nu 
12752 kkkk 


SENDE 


oder nach XXXII: 


—a—b-+c4d) cos 


coS- (atb+e+d) cosı 7| 


7 —a+b— c+d) COS- -atbte-d) 


cos > cos D cos 5 cos g 
& 2 2 2 2 


und: 
(XLVII) 
1 an a N 
nee r ; 
4 2 ke ko&K 


3 Dazen rd 


oder nach XXXIV 


AR a+b+c+d)sins(a-b+c+d)sing(a+b- eHd)sing be) 


b 
0055 08 5.0055 5 0085 


Diese letztere Formel geht für unendlich kleine Seiten 
in den Ausdruck für das ebene Sehnenviereck über: 


5 matbte+d) 5 (a-b+c+d) gs latb-c+N)S(atb+e—d) 


Aus den letzten fünf Ausdrücken erhält man die für ein ge- 
kreuztes Sehnenviereck, wenn man z.B. a negativ nimmt, also 


28: — ie S,8, ss +t2kkkk 
08, ala u m ie an 
kk, k,k, € 


084 (atb+e+d) cos4(a-b+c44) cos (a+b-c-+d) 6085 (atb+c-q) eh 


C & 10) et 
MR a > > 


BANG N 


1 ne A EN er N es k,Kk,k, k k 
Se ge RUNTER NER RR 


4 > Kr k RK k 


sing (a+b-+c+d) sin : (-a—b+c+d) sing (-a+b—c+d) sing (-a+b+c-d) 


cos coS 5 cos cos a 
2 2 2 2 


und für das ebene gekreuzte Sehnenviereck: 


F’ 5 (a+b+c+d) a (—a—b+c4+d) 5 (—a+b—c-+d) = (—a+b+c—d) 


Durch Multiplikation von XXXIH und XXXIV findet man 
noch folgende Identität, die in $ 15 ausgelassen worden ist, 
und die den Gleichungen XXXVII und XXXIX analog ist. 


(XLIX) 


1 1 1 1 
16 0085 (atß+y+0) 0085 (-a-f+y+0) 008517 a+h-— -y+ö)eosz( —a+ß-+y—6 


se 


1 1 1 
sinz(-a+ß+y+ö) sin (a -p+y+ö)sinz(la+ß-y+ö)sinZ(a+ß+y-0)= 


— — N sinta + 2 I sin?a sin?® + 8 sina sin sinysind+ 
— 4 D sin?a sin?ß sin®y — 4 I sin?a sin ß siny sind 


und eine analoge, wenn man hier —a statt a setzt. — Ver- 
gleicht man den jetzt gefundenen Ausdruck mit XXXIX und 
mit der hierfür gefundenen Determinantenform XLI, so er- 
kennt man, daß er die analoge Determinantenform besitzt: 


1 0 0 0 sina sinp 0 0 
0 1 0 0 0 0 sina sinß 
0 0 0 1 sind 0 siny 0 
0 0 1 0 ) sind 0 siny 

sina 0 siny 0 1 0 0 1 

sinß 0) 0 siny 0 1 1 0 
0 sina sind ) 0 1 1 0 
0 sinh 0 sind 1 0 Ö 1 


rue? 2; LE je 
Be en N FR af 


I N RN 
Das doppelte Produkt der beiden Gleichungen XLVII 


. und XLVIII ergibt nun noch (mit leicht verständlichen Ab- 
kürzungen und mit Hilfe der soeben gefundenen Identität): 


NEE NN Me En U a) 3 
V Zu F2208-70878,5,85, 4 Is?s?s? 4 s’s, 8,5, 


2 
T Ki KK KK, Ko Ka >, >, I, Sa 
ERRESFIRLOTRE 


1 0 0 0: See 0 

0 1 10) 0) 0) Os 

0 0 0 1.2840. en 

er oo ae 
2k,K,K.Ka Be. 
+..0., 0. ae 

NER SB) 0) 1 1 10) 

Od Sa 0 EB 


Die entsprechenden Ausdrücke für das gekreuzte Sehnen- 
viereck ergeben sich wieder, wenn man hierin a negativ nimmt. 
Einfache Determinanten für die Flächen ebener Sehnenvierecke 
sind aus S 13 zu finden. 

Bemerkt sei hier noch, daß das gewöhnliche Sehnenviereck 
das größte der aus vier gegrebenen Seiten zu bildenden Vier- 
ecke ist, das gekreuzte dagegen das kleinste, falls nicht etwa 
die vier gegebenen Seiten den Flächeninhalt null zulassen. 
Der Beweis gehört nicht in den Rahmen dieser Arbeit. 

Dagegen sei eine andere interessante Anwendung der n - 
diesem S$ entwickelten Identität XLIX erwähnt. Bezieht man 
dieselbe auf die vier Winkel in Fig. 7 (sphärisches Viereck), 
so ist entweder a-ß#-+y--ö=nr oder einer der Winkel 
gleich der Summe der drei anderen, mithin hat jedenfalls 
unsere Identität den Wert null; also, wenn wir zur Abkürzung 
a’ statt sina schreiben: | 


— NS at IN Ei Br Ba' Bo Tan ae A ar 6’ 2 0 - 


SH units e 
oder mit Hilfe von XXVII: 
-a+f+y'+0)(@—#'+y'+6') (a +#'—y'+0') (a +P’+y'— 6’) — 
— 4 (04 7’) (d’y' + B'0) (a8 + PN) 
Hierin ist nun nach der sphärischen Trigonometrie: 
er 
en Ss, 


a" ==sina= — ei u.:8: W; 
sinr sinr 


Dies eingesetzt und mit sin®r beiderseits multipliziert: 
sin’ - (=8,+5,+8,+ Sı) (S, Sy +8,54 84) (S,+8,8.+84) (S,+ 8,48, s)= 
Ze (S, Far S,) ($, s.+t8, S.) (S, Sat Ss, S.) 
Diese Relation gibt den Ausdruck des Radius durch die 
Seiten. — Die für das gekreuzte Sehnenviereck geht daraus 


hervor, indem man überall —s, statt s, schreibt, die für das 
ebene, indem man überall statt der sin die Seiten selber 


nimmt. 
Übrigens ergibt sich aus XLI: 


sin? — 8, — 28,5, [5,5 IK, Ky °08@] 


und indem man hier den Wert aus XLV einsetzt: 


et 8%) 


> 


GE Eis -a 8 
und ebenso: 
it tt 
2 BES 8,8, 
SR (5,485) Ss 
2 a Re 


wo e, f, & die drei verschiedenen Diagonalenlängen sind, die 
sich bei verschiedener Reihenfolge der Seiten ergeben. 


Mithin: 


A 
sin’ sin’ Bu — (8er a te) 


BERN 


Auch das sphärische Analogon zum Ptolemäus folgt leicht 
durch Multiplikation irgend zweier der obigen drei Diagonalen- 
ausdrücke Desgleichen das Analogon zu XXIL. 


8 19. 
Die Vierpunkt- Relation. 


Die Determinantenform derselben ist mit Hilfe von Ko- 
ordinaten bereits in $ 1 abgeleitet worden. Auf elementarem 
Wege findet man die Vierpunkt-Relation, wenn man (Fig. 1) 
in die Dreistrahlen-Relation 

2 cosa cosß cosy + 1 — cos’a — cos?ß — cosy —O 
die Werte 
b?+c?-— A? ca? —B? a?--b? — 
en De - ar 007 = 
substituiert, die Nenner durch Multiplikation beseitigt und die 
übrig bleibenden Glieder ordnet. Dann findet man: 


(L) A?a?(B+-b+-0?+c0?— A?—ad) + 
+ B2p2 (0? + ce? 4A? + a? —B?— Hp) + 
+0e(A? 2 BP —- a —c)+ 

—:A2B202 
— Arbrer 
— Bea? + 
— (2a? b?>=:0 


Cosa = 


Dies ist die Vierpunkt-Relation. Die letzten vier Glieder ent- 
halten je drei solche Strecken, die ein Dreieck miteinander 
bilden. Es mag hier gleich bemerkt werden, daß der hier 
gegebene Ausdruck die Hälfte der Determinante I ist. 


520: 
Die Determinantenform der Vierpunkt-Relation. 
Statt den Gang des $1 einzuschlagen, kann man den 


Gang des vorigen S wiederholen und die oben ANEeR 
Werte von cosa, cosß, cosy in 


BEE ENOERE 


1 cosa cosph 
cosa 1 cosy | —0 
cosß cosy 1 


einsetzen. Wenn man nun die Zeilen der Reihe nach mit 
2abec?, 2ab’e, 2a°bce multipliziert, dann die Kolonnen der Reihe 
nach durch ab, ca, be dividiert, endlich mit (—1)* multipliziert, 
so entsteht: 


— de? I 
| 
Ar pe RL He are 
ek RR 


Durch Zeilen- und Kolonnenvertauschung und „Ränderung“: 


E70 0 0) 0 

GR] a b? c? 
RE EB N Be a A N HE 

b0 07-52? ehr ten 

N a ae De er Re 


Addiert man hier die erste Kolonne zu den drei letzten und 
die zweite Zeile zu den drei letzten und vertauscht endlich 
noch die ersten beiden Kolonnen, wodurch das Minus schwindet, 
so erhält man die Relation I. Die Herleitung zeigt, daß im 
ganzen mit dem Zahlenfaktor 8 multipliziert worden ist; da 
nun in $ 19 zur Beseitigung der Nenner nur mit 4 multipliziert 
worden, so besitzt der entwickelte Determinantenausdruck, 
ebenso wie die Zweipunkt-Relation XXVI, den Faktor 2. 


Ein wenig verschiedenes Verfahren geht von der Deter- 


minante VII aus. Diese wird durch Multiplizieren mit (—2)’ 
und durch Ränderung: 


+ 1,0 0 0 0 
E! a° b° Gr 
a° 0 — 2a? —2abcosy —2cacosß | —0 
b?° 0 —2abcosy — 2b? — 2bc cosa 
ce? 0. —2cacosß" —2be cosa —2c? 


Priester, Distanzrelationen, 4 


BR 


Addiert man auch hier die erste Kolonne zu den drei letzten 
und die zweite Zeile zu den drei letzten, so gelangt man zu 
demselben Ziel. x 


8 91. 


Anwendungen und Spezialfälle der Vierpunkt-Relation. 


Als spezieller Fall ist zu erwähnen die Stewartsche 
Gleichung, die eintritt, wenn drei der vier Punkte in einer 
Geraden liegen. Sie lautet bekanntlich (Fig. 8): 

(LD) ABEL Bier 
wo man noch 
C=A-+B oder A=C—B oder B=C—A 


einsetzen kann, wodurch man eine Relation zwischen fünf 
Größen erhält. Gewöhnlich findet sie sich in der Form (Fig. 9): 


>> »> >> >> DD > 
BC-a?-CA.b?-AB.c?--BC.CA-AB— 0, 


Sie ist am einfachsten nicht aus der allgemeinen Vier- 
punkt-Relation, sondern durch eine besondere Entwicklung 
abzuleiten. 

Eine andere Besonderheit entsteht, wenn die vier Punkte 
auf einem Kreise liegen. Dann tritt zu der Vierpunkt-Relation 
noch die des Ptolemäus oder XXIII oder XXIV hinzu. 


Ist ferner in L a=b=c>=tr, so entsteht 
r?[2B?0?-- 20? A? + 2 A?B?— At — Bt — 0] — A?B? 02, 


woraus der Radius des dem Dreieck ABC umschriebenen | 


Kreises gefunden wird. 
Ist dagegen A=B=(=R, so entsteht: 
R* — R? (a? — b?—+ ce?) — (a? + b? 4 ct — b?e? — c?a? — a?b?) — 0 
also: 
2R— a2 +-b?t0? 4 Y3 (abe? 20a 2a ae 


Um ferner den Radius eines Kreises zu finden, der drei 
gegebene Kreise berührt, setze manmLr-.a statta, r-+b 
statt b, r—c statt . Dann erhält man die Gleichung 
(Fig. 10): 

(LO) 

EIIBr FOL ANA DAB FR TANpdc-— AA] 
+2r[ I (B?-H0°—A9) Afa+ 3 (B?+O?— AM) b+o)be— I2A?a?] + 
A2B2C2 I (BILEORLAN AR IT (B? 4-02 A2)b2e? I Adat=0 
wo die Summenzeichen sich auf die cyklische Vertauschung 
der Größen A, B, C unter sich, sowie der Größen a, b, c 
unter sich beziehen. Der r nicht enthaltende Ausdruck ist 
der in der Vierpunkt-Relation vorkommende — Da die 


Gleichung in Bezug auf r nur vom zweiten Grade ist, so ist 
das Problem des Apollonius mit Zirkel und Lineal lösbar. 


Das Gleiche läßt sich in der Determinantenform aus- 
führen. Man schreibe die Vierpunkt-Relation in der Form: 


EB, ae 

A In las | 
Bias AN GSEBE ee 
DAT GELFONT AR 
Ha Da A) 


setze hierin resp. r+a, r+b, r+c statt a, b, c, so entsteht: 


(LI) 


0 0+0+1 1? 12ra+a? r?+2rb-+b? 7? 12rc-.c? 
040.41 0 1 1 1 
r?--2ra-+.a? 1 0 0? B? 

2 Oh H% 1 c2 0 A? 
7? 2rc4-c? 1 B® A? 0 


Diese Determinante läßt sich nach den Summanden der 
ersten Zeile und Kolonne in neun Determinanten von je 
25 Elementen zerlegen, von denen aber sechs paarweise ein- 
ander gleich sind. So findet man: 

4% 


VER | 0-0 
0.0 RT DOT 
lee tar haar ne 

127 ud 3 
1.4 I 
VER 0:20:28 25 2c 
yet 0:0. Ta 
—-2r? Ban 4-1? | 2a 15% — 
p? 1 | 
Gert ZT 
020.023) 2h De 0a bie 
1: 0 18:0, 
Banana! —( 
b2-1 N 
Ber GeHrl 


wo durch die schräge Linie die in der vorigen Determinante 
dort stehenden Elemente angedeutet sind. Der Faktor von 
r* und 2r? ist augenscheinlich null. Die beiden Glieder mit 
r?” lassen sich folgendermaßen umgestalten (wenn man die 
erste Zeile von der zweiten abzieht): 


| 0:.0 2a°2b 20 

1%02.0:.0.0 0.0 
ae tr? 2a 1 

Dada ab 

a Aa 


Da nun die erste Determinante, nach Elementen der zweiten 
Zeile geordnet, bis auf die Unterdeterminante von 1 ver- 
schwindet, so läßt sie sich auch schreiben: 


0.50 1.0.00 2.8 2b 0 

1:0°,0,.,009 O0 Rd 
aa le a 

bi Dh 

Or FRA 


oder: 
LEE EEE LE 
2.0355, 03200 En PR aaa 
r?)2a 1 | x 
2b 1 2b: ;l 
Del |2e 1 
oder: 
250.0... 00 VIER BANG 
ROSE CE Esel 
r: 2a 1 + r? Zar Br 
2b el 2b 1 
PR | Al 


Addiert man nun diese beiden Glieder, so nimmt die ganze 
Gleichung folgende Gestalt an: 


(LIV)  |—2 0 22 2» 2c 02.08. 24.20, 2 
DEU el a RR | 
2a 1° iaelanıı ae 
abi | Dar 
| et 
DIE Bee” 
RS N | 
SE U 
Dal Fe 
a 


Um hieraus den Wert für r zu finden, multipliziere man 
beiderseits mit: 


—2,.0,4232:2.072€ 
a a a 3 
2a 
2b 1 
2 Gl 


so erhält man, wenn man die Gleichung auflöst: 


WR, E 
ee 


(LV) a .,0..2a 2hr2e 0,40 
EIN U Bean ale ai BEL) 
ra uk. er ee 
2b b?1 
RO | (| 
wobei R den Wert hat: 
0. DDR 2ER 2022 2° 
PEST 0:0 re 
BE RU 
Dash DT. 
a 26:1 
Wir gestalten R noch in folgender Weise um: 
0. SDEZa NN CC —2 
1, Od. 0) 
ee BE 2a 
hasy 2b 
Gare 26 
R.== 
DRS 
OR 2 
2a LE: 
2b il: 
2.0 
—2:.0°. 223. 2b.26 
OEFOREESSLIFL 
DA. 
2b. 1 
ee 
0 
0 
24a 
2b 
26 


28226 
N > 

+yYR 
Oi: ae Beer 
1.02 
A 
bh? % 
254 


Be lee 


wo an den mit Punkten bezeichneten Stellen Nullen zu denken 
sind. — Oder: 


BO BAND DELSC —2 
EN IRRE RA 0 
RL a 
El 2b 
ce? 1 Fo 26 
R — ir 
Desk anschbere: 
TER Dan den BE 
En bass 
20.1 
2 Cart 
a. 072 aNAah art —2 
Od 0) 
0.1 2a 
It 2b 
uRyR 2C 
Re 
0) URS N nk it 
1 BR NER SE Ra 
a Bar al? 
b? Bbıy 
SR 


beide Determinanten addiert: 


(LID|O 0 2a 2b 2e —2 
era EB DER I 1 0 


a ! 2a 

bl 2b 

69:51 2c 

en — 

0 Ur Esarcbr. 

1 ERTL ET 
ar IE 67% 

b? 2b-1 

ET er a 


in R YA k hr 3% M An be 
- ER ' RAN, 
EURE N j £ & EL? , Ha ! f 4 
U ER RE WA RT gs Yu - I 


0 -+.0:,.:0..20: 20-2 0 er 
1, OHR 
3°. 21.0 Bar 
b? 45:02 207 A2 22h 

Notes re BEA Fred 
0.0 223..26 20 > WE DR 
1 Ö ER a 
a? Da. LAN RB: 
h® 2b... 002 A 
G 20.1, DR 0 


Bei Berührung von innen tritt in LIII a—r u.s. w. 
an die Stelle von r--a, bei umschließender Berührung da- 
gegen r—a. Da jedoch nur die Quadrate dieser Größen 
vorkommen, so unterscheiden sich die beiden letzten Fälle 
in der Formel nicht von einander. Sie liefern beide das 
Quadrat r—2ra-+a”, d.h. man hat in LV —a statt a 
zu setzen. Somit bekommt man die Radien der acht Be- 
rührungskreise, wenn man in LV den Größen a, b, c alle 
nur möglichen Vorzeichenzusammenstellungen verleiht. — Da- 
bei kann augenscheinlich die Determinante R, wie aus LVI 
ersichtlich, ebenso wie der Faktor von r in LV nur vier 
verschiedene Werte annehmen, — während der dritten dort 
vorkommenden Determinante wirklich acht verschiedene Werte 
zustehen, von denen sich je zwei nur durch das Vorzeichen 
unterscheiden. 

Ist daher bei einer bestimmten Vorzeichenkombination, 
z.B. —a, 4b, +c der Radiuswert gefunden und man 
benutzt nun bei derselben Vorzeichenkombination den nega- 
tiven Wert der Wurzel, so ergibt sich nur der negative Wert 
von demjenigen Radius, den man bei der Vorzeichenkombi- 
nation 4a, —b, —c und positivem Wurzelwert finden 
würde. Man kann also den negativen Wurzelwert ganz ent- 
behren. | 
Wird der Wurzelausdruck bei einer bestimmten Vor- 
zeichenkombination, z. Be —a, 4b, +c, imaginär, so wird 


BER: 


er nach dem soeben Gesagten auch bei +a, —b, —c ima- 
einär, also sind nur noch sechs Kreise möglich. — So kann 
es geschehen, daß auch nur 4, 2, 0 Kreise möglich sind. 
Tritt an Stelle irgend eines der gegebenen Kreise ein Punkt, 
so ist der betreffende Radius —=0 zu setzen. 


Liegen die Zentren der gegebenen Kreise in einer Ge- 
raden, so ist in der Stewartschen Gleichung (LD r—+a, 
r—+b, r-+e einzusetzen. Dann findet man: 


ABC -- Aa? — Bb?—+ Ce? 
Ve a —_ — —_—  _  —— — — 


2 (Aa—Bb— Ce) 
Jedoch ist nicht immer, selbst wenn diese Gleichung einen 
positiven Wert für r liefert, auch ein Kreis möglich, z. B. 
Dee BAG A shDl,cs0, a— JA. Uber die 


acht Kreise gilt ähnliches wie im allgemeinen Falle. 


Dividiert man die Gleichungen LIT und LIV durch r° 
und setzt dann r=%, so erhält man: 


DI (B?-H0?— ANA? + N 4B? +0? — AN)be— 4 Ara? — 0 


oder in Determinantenform : 


(LVII) 2. Dar ab NG 
RES Tara 
Sammel 02 2 027 BE ee), 
EI LER N Be 
a 


nämlich die Beziehung zwischen den Seiten eines Dreiecks 
und den von seinen Ecken auf eine Gerade gefällten Loten 
(Fig. 11). Auch hier ist die Determinante das Doppelte des 
Ausdrucks in der vorhergehenden Formel. 


Um hieraus den Radius eines Kreises zu finden, der zwei 
Kreise und eine Gerade berührt, setze man r statt c, r—-A 
statt A, r—+B statt B; dann erhält man, wenn man vorher 
noch der Gleichförmigkeit wegen die Bezeichnungen A und 


IE 


a gegeneinander vertauscht, ebenso B und b, die für r. quad- 
ratische Gleichung (Fig. 12): 


ar la—B-arb| 4 |(A+B+a+ 0) 02 _2(A—B)(Aa—Bb)t 
AB ae °— 9) |+44B0:4+0°44(4—B) (Aa? — Bb3) + 
— 20?(a?+b°) + (a? —b’)’—=0 : 


Das Gleiche läßt sich in der Determinantenform aus- 
führen. Man schreibe die Gleichung LVI: 


SO 
| 1 0 
VEN EB 2 eh 
AN 2 >h 
2. 0 


setze auch hier r statt c, r—-A statt A, r—B statt B und 
vertausche die Bezeichnungen A und a gegeneinander, Br 
B und b, so findet man (Fie. 12): 


0) OF0+1.:1?°F2rb4b2, 74 2ra tar 02 209 
0+0+1 0) 1 1 0 
TrLorb-.h? 1 0? 2A —0 
2 2gar ar 1 &% 0) 2B 
0-+2r:10 0) 2A 25 ==) 


Hier schlage man ein ganz analoges Verfahren ein wie 
oben, zerlege nach den Summanden in neun Determinanten, 
von denen sechs paarweise gleich sind. Die Faktoren von 
r* und r? werden null, die r? enthaltenden Glieder sind: 


er 


GE UL D 0.10 
ee 0...0.. 

2r? Bd :0..00° 2A en 1 vo 
ar = 120 0 SD 2a 1 N 
0.0: 84 2B 2 2. 0 a 


59 


Diese lassen sich durch ein ganz analoges Verfahren wie 
oben vereinigen, so daß die ganze Gleichung die Gestalt an- 


nimmt: 

98 .0°..9H7. 98.2 RDRPI RT 
aa a a NR ENTE RER na DRAN 
BR ol eh SO ER SA 
082.0.3,027.20..253B ER RE OL 
RO ADB DER OB N-29 
oO 1 Basta) 

BON RN 
eh? 0, BA) —0 
a? TASCHE SB 
VEN RR, 

Diese hat die Auflösung: 
ET GW EBEN MIO BERGER RT | 
BER ESEL 0 2 A RR 
DABEI RUN AA pe 0 DA IHR 
DERART EN USB re a RN EA 
DE 0A BR ed DR BANN OP. H 
wo R die Form hat: 
VA oh Bar Dee INTRO RD 
ER E n  RRet PRO) 
Baer OB ar > ORT TEBAN 
a? ER a N Pe I TEL DB 
BE EN EST WED N RER 
0) 1 a? 0) 
EEE LG) 
a RG RR 
a ES IETN NN ARD Ir 
DLR RL DW 2 


0:0°°0..0 »:0 50.  Lopeaı 
EM a NE 
h?.r1 0.5028 2A 
42.4. 022.0, 9 Beer 25 
VER N R N 
R = — 
0.70. 2b 2a. Br 2 
1 0: 0 
Baa uR RE EI 
| a? 2&.1.:..022 0,25 
0 Ne 


wo die Punkte durch Nullen zu ersetzen sind. 


Die acht Radiuswerte werden erhalten durch die vier 
Vorzeichenkombinationen von a und b in Verbindung mit dem 
doppelten Wurzelvorzeichen. Über das Imaginärwerden der 
Wurzel gilt Analoges wie oben. 


Liegen die Zentren der gegebenen Kreise auf verschie- 
denen Seiten der gegebenen Geraden, so ist entweder B oder 
A negativ zu nehmen. 


Die Bestimmung des Radius eines Kreises, der zwei 
Gerade und einen Kreis berührt, ist einfacher und geschieht 
am besten direkt. 


5:92. 
Der Tetraeder-Inhalt. 


Bezeichnet man die Kantenlängen eines Tetraeders wie 
in Fig. 13 und fällt von der Spitze aus das Lot h, so besteht 
zwischen den Längen A,B, C, a’, b', e' die Vierpunkt-Relation. 
Setzt man in dieser nun @”’—=a?—h?, b’—=b?’—h?, e’—=c?—h? 
und bezeichnet die linke Seite in L der Abkürzung wegen 
mit V, so findet man: 


V—h?(2B20?-4 20?A?-+ 2A®B?— At —B2 0%) 


RE DE 


Da nun die Klammer —=16F/;,, ist, so ist: 

i EN er 
Vssöate 19 vY 

INES RL 

Eau aR «br. ec? 

1 1 > > > 

HERRN 3 2.3.-,0%2077. DR 

ELDER ECA? 

ER 5 er 


Somit bedeutet die Vierpunkt-Relation, daß das Volumen des 
aus den sechs Strecken gebildeten Tetraeders null ist. 


Schlußbemerkung. Die Arbeit mußte, weil für eine 
Programmabhandlung zu umfangreich, hier abgebrochen wer- 
den. Der zweite Teil muß später erscheinen. Hoffentlich ist 
sie, obwohl mit geringer Literaturkenntnis geschrieben, doch 
einem oder dem anderen Kolleren von Nutzen. 


Figuren - Tafel. 


